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❋❉❘◆✿ ❆ ❋❛st ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦
❢♦r ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡s

❑❛✐❝♦♥❣ ❙✉♥∗✱ ❙✈❡♥ ❙✐♠♦♥

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉tt❣❛rt✱ ❙t✉tt❣❛rt✱ ●❡r♠❛♥②

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✳ ❊♠❛✐❧✿ ❦❛✐❝♦♥❣✳s✉♥❅✐♣✈s✳✉♥✐✲st✉tt❣❛rt✳❞❡

❆❜str❛❝t

P✉r♣♦s❡✿ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❛s❦ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✐♠✲

❛❣❡s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❢❛❝❡ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦♦st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r✉♥t✐♠❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛st ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳

▼❡t❤♦❞s✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❋❉❘◆ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❡♥❝♦❞❡r✲

❞❡❝♦❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛s ✐♥♣✉t

❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✭❉❱❋✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❡ts

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②

✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r✲

✇❛r❞✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞

❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ s❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡s t♦ ❡♥❛❜❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦ss

❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❧♦✇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱

t❤❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦ss ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r

❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦ss ✐♥ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❣r✐❞✱ ❛

❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞

♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ✐♥ ❝❛s❡

t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡

❉✐❝❡ s❝♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❘❡s✉❧ts✿ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❋❉❘◆ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❋❉❘◆ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡❣✐str❛✲

t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ❜② ✶✳✹✻✪ ✐♥ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ✐♥ ▲P❇❆✹✵✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ▲P❇❆✹✵✱

❋❉❘◆ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❜❡st ❉✐❝❡ ❛♥❞ ◆❈❈ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ✉♥✲

s❡❡♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❯▼❈✶✷✱ ▼●❍✶✵✱ ❆❇■❉❊✱ ❛♥❞ ❆❉◆■ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠✲

♣❛❝t ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❋❉❘◆ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧

✐♠❛❣❡s ♦r ❛♥❛t♦♠②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❜r❛✐♥ ▼❘■ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ❡♥❝♦❞❡r✲❞❡❝♦❞❡r ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
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❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❞❡♥s❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❉❡✲
❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥② ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❡♠✲
♣♦r❛❧ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧✐t② ❢✉s✐♦♥✳ ■♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✶✕✹✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❛t❛ t❡r♠ D ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ R ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

J = D(F (x), φ ◦M(x)) + λR(φ). ✭✶✮

❚❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ D ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ F ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ φ◦M ✇✐t❤ φ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
F t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ M ❛♥❞ ◦ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✸❉ s♣❛t✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ {Ω | Ω ⊂ R

3}✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞❛t❛ t❡r♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥✱ ❡✳❣✳✱
L2 ❡rr♦r ♥♦r♠✺✱ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✻✱ ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✼✳ ❆s ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s
❛ ❤✐❣❤❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ R ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r λ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ D ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ R✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ φ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❞✭①✮
♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ v(x, t)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛t❡❣♦r② ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② tr❛♥s❢♦r♠ x ❛♥❞ t❤❡ ❉❱❋✿ φ = x + d(x) ✇✐t❤ d(x)
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✭❉❱❋✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱✽✕✶✵ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥✶✶✕✶✸✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝✉❜✐❝
❇✲s♣❧✐♥❡✳ ❚❤✐r✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❉❡♠♦♥s✶✹ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❉❱❋✲❜❛s❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② s✉❝❤
t❤❛t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t
♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ t❤❡
❧❛tt❡r ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ φ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝✲
t♦r ✜❡❧❞ v(x, t)✳ ▼❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✺✱✼✱✶✺✱✶✻ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t♦♣♦❧♦❣② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥✺✳ ❇❡❣ ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❉✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❉✐st❛♥❝❡ ▼❡tr✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣
✭▲❉❉▼▼✮ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳
❆✈❛♥ts ❡t ❛❧✳✼ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❙②◆✮ ✉s✐♥❣ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❛❝❦❧✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧②
s❧♦✇✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛❞♦♣t ✐t❡r❛t✐✈❡ ✉♣✲
❞❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② tr❛✐♥❡❞ ♦✤✐♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❞❛t❛s❡t✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇❡❧❧✲tr❛✐♥❡❞✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✲
s❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣❡r❢♦r♠s s♦❧❡❧② ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
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t✐♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❜✉r❞❡♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦
♦✤✐♥❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❆❜✉♥❞❛♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ st✉❞✐❡s ♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✶✼✕✷✸✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳✷✷ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛t❝❤✲
❜❛s❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥✷✶✱ ●✉t✐érr❡③✲❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❢♦r♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❜♦♦st❡❞ tr❡❡s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✹✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ t②♣❡✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞✱
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✴s❡❧❢✲s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ ✇❡❛❦❧② s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ ❞❡❡♣❧② s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s✉♣❡r✈✐s❡❞✳
❙♣❡❝✐❛❧❧②✱✷✹✕✷✼ ❛❞♦♣t ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈◆◆✮ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛♥♥❡r ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✉s✉❛❧❧② s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❡❛❦ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡♠♣❧♦②s ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♠❛s❦s ♦r ❧❛♥❞♠❛r❦
♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥✷✽✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s✷✾✕✸✶ ♣r♦♣♦s❡ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞
♦♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ✭❙❚◆✮✸✷✳
❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❇❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥ ❡t ❛❧✳✸✵ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❈◆◆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❯◆❡t str✉❝t✉r❡✸✸

❛❞♦♣t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠✳ ■♥✸✶✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❧♦ss❡s ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❉❱❋ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥✸✹✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✸✵ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛s t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
❧♦ss✳ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳✷✹ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❯◆❡t ♥❛♠❡❞ ❇■❘◆❡t ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t
❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧♦ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✉❛❧ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦ss ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞
♣❛rt ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣❛rt ✇❤✐❝❤
❣✉✐❞❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❇■❘◆❡t r❡q✉✐r❡s ✶✼✳✹s t♦ r❡❣✐st❡r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡
220× 220× 184✳

❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❧❡s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t✉♠♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳
❇② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛t❤ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡✲
❝♦❞❡r ♣❛t❤✱ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡
♦❜t❛✐♥ ❧❛r❣❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛st ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
❋❉❘◆ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❖♥❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ✸❉ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
❤✉❣❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞✲
❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❛s ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✸✹✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛❞❞✐t✐✈❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛✈❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✐s
❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❞❡❡♣
♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛❞♦♣t s❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡s
t♦ ❡♥❛❜❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆✐♠✐♥❣ ❢♦r ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t
✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝♦st ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
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t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡❣✲
✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❋❉❘◆ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❜r❛✐♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts✱ ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❋❉❘◆ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦♥ ♦t❤❡r ❛♥❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦r ✐♠❛❣❡s t②♣❡s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆
♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❉❘◆ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ✇♦r❦✳
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❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❡♥❝♦❞❡r✲❞❡❝♦❞❡r str✉❝t✉r❡ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳ ❋❉❘◆ ❤❛s ❛ t✇♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐r ❛♥❞
♦✉t♣✉ts ❛ t❤r❡❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✭❉❱❋✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❉❱❋ d(x)✱
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ M ✐s r❡s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♥♦♥✈♦①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ φ(x) = x+d(x) ❛♥❞
❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ F ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ φ ◦M
✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❝❤❡♠❡
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❉❱❋✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛t❤ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛t
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ str✐❞❡
✷✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr❡▲❯✳ ❙❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡ t♦ ❡♥❛❜❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ❢r♦♠
❣r❛❞✐❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ✐♠❛❣❡s ✐s
❡❛s✐❡r t♦ ❧❡❛r♥✱ ✇❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦ss ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛t❤ t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤❡
♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐rs✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ▲❘
❧♦ss ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝❛②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜♥❡ t✉♥❡❞ ❢✉❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛✐♥ ❧♦ss ✐♥ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮ ❣r✐❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲❘ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦ss ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r
s✐❞❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❢✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
✭◆◆✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✸❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝♦❞❡r ♣❛t❤✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t
❧❡❛st✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ✭❙▲✮ t♦ ❢✉rt❤❡r ❜♦♦st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥✸✹✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙▲ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜② c ✲ k
✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ c r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ k

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss
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❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ②✐❡❧❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦ss ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

Loverall = (1− λ)LHR + λLLR. ✭✷✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✺ t♦ ✵ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❍❘ ❧♦ss ❞♦♠✐♥❛t❡s
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ LHR ❛♥❞ LLR ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

LHR = −D(FHR(x), φHR ◦MHR(x)) + α1R(φHR) + α2SL(φHR),

LLR = −D(FHR(x), [φLR ◦MLR(x)]↑) + α3R(φLR),
✭✸✮

✇❤❡r❡ D ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠✱ φHR ❛♥❞ φLR ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❍❘ ❛♥❞ ▲❘ ❣r✐❞✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜②✸✹✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❧♦❝❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✭▲◆❈❈✮ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭◆❈❈✮✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ▲◆❈❈ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❢♦r ❧❛r❣❡
tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛t❝❤s✐③❡✳ [ · ]↑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ tr✐❧✐♥✲
❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ α1, α3 ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛♥❞ α2 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss✳

D(F, φ ◦M) =
Ω
∑

xi

(
∑Ωi

x
(F (x)−FΩi

)(φ ◦M(x)−φ ◦MΩi
)
)2

(
∑Ωi

x
(F (x)−FΩi

)2)(
∑Ωi

x
(φ ◦M(x)−φ ◦MΩi

)2)
✭✹✮

■♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲◆❈❈ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✮✱ FΩi
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ Ωi ❝❡♥t❡r❡❞

❛t ✈♦①❡❧ xi ✇✐t❤ s✐③❡ ♦❢ n3✳ φ ◦MΩi
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ n = 9✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ R ✐♠♣♦s❡s s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ φ✳ ❆s φ
✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② tr❛♥s❢♦r♠ x ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❉❱❋✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❉❱❋ d(x) ❜②

R(d(x)) =
∑

Sk

||d(x)− Skd(x)||
2
2, ✭✺✮

✇❤❡r❡ Sk ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛❧♦♥❣ (u, v, w) ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✈❡❝t♦r k ✇✐t❤ k =
{(u, v, w) | u, v, w ∈ {0, 1}} ❛♥❞ || · ||22 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲✶✲
♥♦r♠ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮✱ ▲✷✲♥♦r♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t ✵ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❢❛st❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❙▲ s❡r✈❡s t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡
✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ LF ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ φ ◦ LM ✳ ■♥✸✹✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ✭❆❉❙✮
✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❉❱❋ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧
❞✐❝❡ s❝♦r❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝t✐♥❣ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠
❢♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❆❉❙ ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❧❡✈❡r❛❣❡
♦❢ ❆❉❙ ✐♥ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝♦st
❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❆❉❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❧❛❜❡❧
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✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s✐③❡ 160×208×176 ✇✐t❤ 56 ❝❧❛ss❡s ❛s ❜r❛✐♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡t ▲P❇❆✹✵ r❡q✉✐r❡s ✶✳✸●❇
❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ❙▲ ❛s

SL(φ) =
(c1 + 1)|LF − φ ◦ LM |1

|LF |1 + |φ ◦ LM |1 + c1|LF − φ ◦ LM |1 + c2
, ✭✻✮

✇❤❡r❡ LF ❛♥❞ LM r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳
c1 ❛♥❞ c2 ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ c1 ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ LF ❛♥❞ φ ◦ LM ❛♥❞ c2 s❡r✈❡s t♦ ♣r❡✈❡♥t ③❡r♦ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❆❉❙✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❡①tr❛ ♠❡♠♦r② ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜❡❧✳

❋♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ φ◦M(x)✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♦❢ M(x) ❛t t❤❡ ♥♦♥✈♦①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s φ✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ M(x) ❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥ φ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

φ ◦M(x) =
∑

n∈N(φ(x))

M(n)
∏

m∈{u,v,w}

(1− |φm(x)− nm|), ✭✼✮

✇❤❡r❡N(φ(x)) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♥♦♥✈♦①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ M(x) ❛♥❞ n r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r✳ m
✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳

■■■✳ ❘❊❙❯▲❚❙

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s✲
♣❡❝ts✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❉✳ ✇❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❋❉❘◆ ♦♥ t❤❡ ▲❖◆■ ▲P❇❆✹✵
❞❛t❛s❡t✸✺ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❋❉❘◆ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❙②◆✼✱ t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ▲✐ ❡t ❛❧✳✸✶ ❛♥❞ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✸✵✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❊✳✱
✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲tr❛✐♥❡❞ ❋❉❘◆ ♦♥ ♦t❤❡r ✉♥s❡❡♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❯▼❈✶✷✸✻✱
▼●❍✶✵✸✻✱ ❆❇■❉❊✸✼✱ ❛♥❞ ❆❉◆■✸✽✳ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❋✳ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

■■■✳❆✳ ❉❛t❛s❡ts ❛♥❞ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡ ▲P❇❆✹✵ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥t❛❝t ♥♦♥❡♣✐❧❡♣t✐❝
s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ✺✻ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣✐✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡
▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✜rst❧② r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦♥tr❡❛❧ ◆❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ✭▼◆■✮ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣
❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❈❇▼✶✺✷ t❡♠♣❧❛t❡✸✾ ❛s ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞
✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝r♦♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ 160 × 208 × 176✳ ❲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ✹✵ ❝r♦♣♣❡❞
✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ✸✵✱ ✹✱ ❛♥❞ ✻ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ❈❯▼❈✶✷✱ ▼●❍✶✵✱ ❆❇■❉❊ ❛♥❞ ❆❉◆■ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲tr❛✐♥❡❞ ❋❉❘◆✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❈❯▼❈✶✷ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✷
▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✷✽ ❧❛❜❡❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ▼●❍✶✵ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✵ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✼✹ s❡❣♠❡♥t❡❞

✻This	article	is	protected	by	copyright.	All	rights	reserved

A
cc

ep
te

d 
A

rt
ic

le



■■■✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ■■■✳❇✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼❡tr✐❝s

r❡❣✐♦♥s✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✶✵ ✐♠❛❣❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢r♦♠ ❆❇■❉❊ ❛♥❞ ❆❉◆■ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❉✳
❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❊✳✳

■■■✳❇✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼❡tr✐❝s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ◆❈❈ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✹✵ ✐s ❛❞♦♣t❡❞
t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜②

Dice(A,B) =
2|A ∩B|1
|A|1 + |B|1

, ✭✽✮

✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞
❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝✱
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡ ✭❙❙■▼✮✹✶✱ t♦ ❛✐❞ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ str✉❝t✉r❡✿

SSIM(A,B) =
(2µAµB + c1)(2σAB + c2)

(µ2
A + µ2

B + c1)(σ2
A + σ2

B + c2)
, ✭✾✮

✇❤❡r❡ µA, µB, σA, σB ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ A ❛♥❞ B✳ σAB

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡ A ❛♥❞ B✳ c1, c2 ❛r❡ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts t♦
st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❆♥ ❙❙■▼ ♦❢ ✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
♠❛t❝❤✳
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❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ P②t♦r❝❤ ❜❛❝❦❡♥❞✳ ❆s ❋❉❘◆ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ✐♥
❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛✐r ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦❛r❞❡rs ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✇❡ ❢❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ 160 × 208 × 176✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❛ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ♦❢
s✐③❡ ✶ ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✽✼✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❆❞❛♠
✇✐t❤ β1 = 0.9, β2 = 0.999 ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✇❛s s❡t ❛s ✵✳✵✵✷
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✵✳✾ ❡✈❡r② ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ✵✳✵✵✵✶ ♦✈❡r ✼✵ ❡♣♦❝❤s✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs α1, α3 ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ R ✇❡r❡ s❡t ❛s α1 = 1×10−8, α3 = 8α1✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤t λ ♦❢ LLR ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s 0.5(1+i/1000) ✇✐t❤ i ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
0.5 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❙▲ ✇❛s t✉♥❡❞ ❛s α2 = 0.2 ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❙▲ ✇❡r❡ s❡t ❛s c1 = 10, c2 = 10−9✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
α2 ❛♥❞ c1 ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❋✳✳ ■t ✐s ✇♦rt❤② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ t✉♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ▲P❇❆✹✵ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❱■❉■❆ ●❡❋♦r❝❡
●❚❳ ✶✵✽✵ ❚✐ ✇✐t❤ ✶✶●❇ ●❉❉❘✺❳ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❊✺✲✷✻✺✵ ✈✷ ❈P❯✳
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❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❙②◆✼✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳✸✶ ❛♥❞ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✸✹ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ▲P❇❆✹✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞
tr❛✐♥❡❞ ▲✐✬s ♠♦❞❡❧✱ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ✐♥ P②t♦r❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❢♦r
▲✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♠❛❣❡ ❛s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥♣✉t ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ♦❢ s✐③❡ ✶ ❛♥❞ t✉♥❡❞
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s λ = 1 × 10−9 ❢♦r ❜❡st ❉✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ◆▲❈❈ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦ss✱ ▲✷ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛s t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛s t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦ss✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❉✐❝❡ ❧♦ss ✇❛s
t✉♥❡❞ ❛s ✵✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ✼✵ ❡♣♦❝❤s✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❆◆❚sP②✱ t❤❡ P②t❤♦♥
✇r❛♣♣❡r ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚♦♦❧s ✭❆◆❚s✮✹✷✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❙②◆✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❈❈✮ ❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
✐t❡r❛t✐♦♥s (40, 20, 0)✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s (100, 40, 10)✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❡
s❡t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜✐♥s ❛s ✻✵ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✸✷✳ ✸✵ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✵ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳ ❊✈❡r②
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✸✵ ✐♠❛❣❡s ✭t♦t❛❧ ♦❢ ✽✼✵ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✮ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡
✐♥♣✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✻ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s
t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ✺ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ✐t ✭t♦t❛❧ ♦❢ ✸✵ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❲❡
q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙②◆✱ ▲✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱ ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❋❉❘◆
✉s✐♥❣ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✱ ◆❈❈✱ ❛♥❞ r✉♥t✐♠❡ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❆❉❙ ❧♦ss✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❈◆◆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
♣❡r❢♦r♠ ❤✉♥❞r❡❞s t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙②◆✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱ ♦✉r
❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❉✐❝❡ ❛♥❞ ♥❡❛r❧② ❤❛❧✈❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❜② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❉✐❝❡ ❛♥❞ ◆❈❈ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜②
❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ✇✐t❤ ❆❉❙✱ ♦✉r ✶✻✲✷ ❝♦♥s✉♠❡s
s✐♠✐❧❛r tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✭❛❜♦✉t ✶✵✳✽●❇✮ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥
♦❢ ✶✳✹✻✪ ✐♥ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣✉r❡❧② ❢♦r t❤❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❡♣ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ▲P❇❆✹✵ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❜♦①♣❧♦ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❋❉❘◆ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ❛♠♦♥❣
t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥❡❛r❧② ❛❧❧ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ r❡❣✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❋❉❘◆ ✈✐s✉❛❧❧②✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✻ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s
✐♥ ▲P❇❆✹✵ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✺ ✐♠❛❣❡s t♦ ✐t✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✺ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛❜❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❉✐❝❡
s❝♦r❡✱ ◆❈❈ ❛♥❞ ❙❙■▼ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉❱❋
♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐r ❢♦r ▲✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱ ❛♥❞ ❋❉❘◆✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ❙②◆ ❛r❡ s❡✈❡r❡❧② ❜❧✉rr❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ ✇❡❛❦ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱
❋❉❘◆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❤❛r♣❡r ❛✈❡r❛❣❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❧❛❜❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡
t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜❡tt❡r✳
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■■■✳❊✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❯♥s❡❡♥ ❇r❛✐♥ ▼❘■ ❉❛t❛s❡ts

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡tr❛✐♥❡❞ ❋❉❘◆ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s❡❡♥ ❜r❛✐♥ ▼❘■
❞❛t❛s❡ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❯▼❈✶✷✱ ▼●❍✶✵✱ ❆❇■❉❊ ❛♥❞ ❆❉◆■✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ st❛♥✲
❞❛r❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❆✳ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❜❥❡❝t✲t♦✲s✉❜❥❡❝t r❡❣✐s✲
tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❤❛✈❡❞ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ✇❡r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ✐t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ❋❉❘◆ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✐♥ ❉✐❝❡ ❛♥❞ ◆❈❈ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥s❡❡♥
❞❛t❛s❡ts ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳

■■■✳❋✳ ▼♦❞❡❧ ❆♥❛❧②s✐s

■■■✳❋✳✶✳ ▼♦❞❡❧ ❱❛r✐❛♥ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱ t❤❡ ❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ♠❛❣❡♥t❛ ♠❛r❦❡rs r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✱ ✇❡
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❆❉❙ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❱▼ ✭✶✻✲✵✮ ❛♥❞
❱▼ ✭✶✻✲✵✲❆❉❙✮✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ❱▼✭✸✷✲✵✮ ❛♥❞ ▲✐✬s ♠❡t❤♦❞
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐ ✭✸✷✲✵✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✽✲✶
t♦ ✽✲✷ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❉✐❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ✶✻✲✶ ❜❡❝❛✉s❡ ✶✻✲✶ ❤❛s ✷✳✹ t✐♠❡s
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✽✲✷✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
✭❈❈✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ✽✲✶✱ ✽✲✶ ✭❈❈✮ ✐♥✲
❞❡❡❞ ✐♠♣r♦✈❡s ❉✐❝❡ ❜✉t ✐t ♥❡❛r❧② ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✭❛❜♦✉t ✶✵✳✷●❇✮ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧♠♦st ❛❞♦♣t ✶✻✲✷ ✭❛❜♦✉t ✶✵✳✽●❇✮✱ ✇❤✐❧❡ ✽✲✷ ✭❈❈✮ ✉s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✸●❇✳ ❈♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t♦ ❱▼ ✭✶✻✲✵✲❆❉❙✮✱ ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✽✲✶ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❉✐❝❡ ✇✐t❤ ♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ r✉♥t✐♠❡✳ ✶✻✲✷ ❝♦♥s✉♠❡s s✐♠✐❧❛r r✉♥t✐♠❡ ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛s ❱▼ ✭✶✻✲✵✲❆❉❙✮ ❜✉t
❝♦♥t❛✐♥s ✼✳✶ t✐♠❡s ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥ts✳
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
❋❉❘◆✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❉❘◆ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤♦✉t t❤❡
▲❘ ❧♦ss✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✱ t❤❡ ▲❘ ❧♦ss ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②❡❞
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r λ s✉❝❤ t❤❛t ❋❉❘◆ ❧❡❛r♥s ❛ r♦✉❣❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢✉❧❧② ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❍❘ ❧♦ss✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺ ❛✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❋❉❘◆ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤♦✉t ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t
✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ▲❘ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ♦✈❡r ❡♣♦❝❤s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣
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t♦ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

■■■✳❋✳✸✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▲♦ss

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r α2 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ✐♥ ❊q✳✭✸✮ ♦♥ t❤❡ ❉✐❝❡ ❛♥❞ ◆❈❈✳
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ❛✮✱ ✇❤❡♥ α2 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡
❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆❈❈ ❞r♦♣s s❡✈❡r❡❧② ✇❤❡♥ α2 > 1
✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦✈❡r✜tt❡❞ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t
✐♥ ❛♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❉❱❋✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ α2 = 0.2 ❢♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤
❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛♥❞ ◆❈❈✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❉✐❝❡ ✐s ✜♥❡ t✉♥❡❞ ❜② c1 ❛♥❞
◆❈❈ s❡❡♠s r❛r❡❧② ❡✛❡❝t❡❞✳

■■■✳❋✳✹✳ ❆❜❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

■♥ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ✭❆❋✮ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❘▲✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r st❛❣❡s✱ t❤❡ ▲❘ ❧♦ss
❢♦r ❞❡❡♣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✭❉❙✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ❙▲✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤❡ ▲P❇❆✹✵ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛♥❞ ◆❈❈ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳
❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆❋ ✐♠♣r♦✈❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛♥❞ ◆❈❈ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t❤❡
❡①tr❛❝t❡❞ ✜♥❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❘▲ s❡❡♠s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❧❡ss t♦ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❛♥❞ ◆❈❈ t❤❛♥ ❆❋
❜✉t ✐t ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❙ ♠❛✐♥❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② tr❛✐♥✐♥❣
❡♣♦❝❤s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙▲ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❜② ✶✳✾✸✪✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❋✳✸✳✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❜② t✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t α2 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ♦❢ ❙▲✱ ❙▲ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤❡r
❉✐❝❡ s❝♦r❡ ❜✉t ♠❛② ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ ◆❈❈✳
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❚❤❡ ❤✉❣❡ ♠❡♠♦r② ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✸❉ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t
❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❋❉❘◆ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r✉♥t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❙②◆✮✱ ▲✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞
❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ❢♦r ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❉✐❝❡
❛s ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s ♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r✉♥t✐♠❡✳ ❋❉❘◆ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐s✲
tr❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✶✳✹✻✪
✐♥ ❉✐❝❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞
✐♠❛❣❡s ❜② ❋❉❘◆ ♦❜t❛✐♥s s❤❛r♣❡r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡
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❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛❜❡❧s r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ✐♠❛❣❡ ♠♦st ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
❋❉❘◆ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ str♦♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡tr❛✐♥❡❞ ❋❉❘◆✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❣✐s✲
tr❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❈❯▼❈✶✷ ❛♥❞ ▼●❍✶✵ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❆❇■❉❊ ❛♥❞
❆❉◆■ ❞❛t❛s❡ts✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❋❉❘◆ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❉✐❝❡ ❛♥❞ ◆❈❈
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❇② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❋❉❘◆ ♣r♦✈✐❞❡s r♦❜✉st r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t②
❢♦r t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐♥❤❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❙♣❡✲
❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥✱ ❞♦✉❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r ♠❡r✐ts✳ ❋✐rst✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✇✐t❤✲
♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ s❛✈❡s ♠♦r❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❝❛♣❛❝✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❇② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❡✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡
❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss ❞♦♠✐♥❛t❡s t♦ ✜♥❡ t✉♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss ✭❙▲✮ ♣❡r❢♦r♠s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡①tr❛ ♠❡♠♦r②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♥❡✲❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❉✐❝❡ s❝♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❙▲ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✈❡r✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♦r
♠❛② ❝❛✉s❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❈❈ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❉❱❋✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❞❡✲
❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡ ✶✻✵×✷✵✽×✶✼✻ ✇✐t❤✐♥ ✵✳✺s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠
❤✉♥❞r❡❞s t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙②◆ ♦♥ t❤❡ ❈P❯✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤✱ ♦✉r
❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛❧✈❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❉✐❝❡✳ ❋❉❘◆ ❝♦♥s✉♠❡s
s✐♠✐❧❛r r✉♥t✐♠❡ ❛s ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✼✳✶ t✐♠❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✉♠❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛♥
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❙②◆ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞❡❧ ❋❉❘◆ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤ ❱♦①❡❧▼♦r♣❤ ♦♥ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ s❤♦✇s ❣♦♦❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ✉♥s❡❡♥
✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❋❉❘◆ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ r❡❣✐s✲
tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡s ♦r ❈❚ ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛r❞✐❛❝ ▼❘ s❝❛♥s ♦r ❧✉♥❣ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳
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